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Здесь δγβα ,,,  – произвольные числа. 
Проводя необходимые преобразования и учитывая перестановочность соответст-
вующих матриц, при )()1()()( 10 tAtAtA θθ −+=  будем иметь  
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Ряд других интерполяционных формул для функций от матриц получен также в [2–3]. 
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Пусть faα +ℑ  и gD aα+  – дробные интегралы и производные Адамара порядка >0 на 
конечном отрезке [a,b] действительной оси: 
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[1, §18.3] 
Исследуем важные свойства, которые в дальнейшем можно применять для изучения 
проблемы существования и единственности решения задачи типа Коши для нелинейно-
го дифференциального уравнения порядка α >0: 
 ( ) )1()](,[)( nnxyxfxyDa ≤<−=+ αα  (4) 
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с начальными условиями 
 ( ) ]).[,...,2,1(,)( αα ==∈=+−+ nkRbbayD kkka  (5) 
Здесь ( ) )( +−+ ayD kaα  означает предел в правосторонней окрестности (a,a+ε ) (ε >0) 
точки а: 
 ( ) ( ) ),1()(lim)( 0 nkxyDayD kaaxa ≤≤=+ −++→+ αα  (6) 
 
 ( ) ( ) ( ) ).()()(),()(lim)( 00 nayayDnxyayD anaaxa ==+≠ℑ=+ +−++→+ αααα  (7) 
Для n∈N={1,2,…} обозначим через ],[ baAC nδ  пространство функций )( xg , имею-
щих )( dx
dDxD ==δ  производные до порядка n-1 на [a,b], причём )]([1 xgn −δ  аб-
солютно непрерывны на [a,b]: 
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Справедлива теорема: 
Теорема 1. Пространство ],[ baAC nδ  состоит из тех и только тех функций g(x), ко-
торые могут быть представлены в виде: 
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Рассмотрим класс ,1,),( ∞≤≤∈ pRcbaX pc  состоящий из комплекснозначных сум-
мируемых по Лебегу функций f на [a,b], для которых ,∞<pcXf  где 
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Справедлива следующая теорема: 
Теорема 2. Пусть .,0,1,0 Rcbap ∈∞<<<∞≤≤>α  Тогда оператор 
α
+ℑ a  ограничен-
но действует в ),( baX pc  и 
 pcpc XXa
fKf ≤ℑ +α , (12) 
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Следующие три утверждения доказаны в [1]. 
Лемма 1. Пусть α >0, β >0, 1 p≤ ≤ ∞ , 0<a<b, c∈R. Тогда для ),( baXf pc∈  имеет 
место полугрупповое свойство: 
 
 .ff aaa βαβα ++++ ℑ=ℑℑ  (14) 
Лемма 2. Пусть α >0, β >0, 1 p≤ ≤ ∞ , 0<a<b, c∈R. Тогда для ),( baXf pc∈  спра-
ведливо  
 .ffD aaa βααβ −+++ ℑ=ℑ  (15) 
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Теорема 3. Пусть ].,[)(,1][,0 baACxgn nδαα ∈+=>  тогда дробная производная 
Адамара gD a
α
+  существует почти всюду на [a,b] и может быть представлена в виде 
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где )1,...,1,0()( −= nkag k  определяются из условия (10). 
Для α >0, β >0 справедлива формула [3,1.5 (1)]: 
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Справедлива так же следующая лемма. 
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Доказательство. 
С использованием формулы (17) получим: 
=




















−
=













ℑ=





∫
−−−−
−
+
−
+
x
a
kn
n
k
n
a
n
k
a
u
du
a
u
u
x
nГ
x
a
x
a
xD
ααα
α
α
α
α
δδ lnln)(
1)(lnln
1
 
=














+−
+−−
=














+−
+−−
=
−− kn
n
kn
n
a
x
knГ
kГnГ
a
x
knГ
kГnГ ln)1(
)1()(ln)1(
)1()( δααααδ  
=














+−
+−−
=
−
−
kn
n
a
x
dx
d
x
knГ
kГnГ ln)1(
)1()( 1δαα  
.ln)()1(
)1()( 12














−
+−
+−−
=
−−
−
kn
n
a
x
dx
d
xkn
knГ
kГnГ δαα  
Через n-k шагов получим:  
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Лемма доказана. 
 
Определение 1. Через 0),( 10 >ℑ + αα Xa  обозначим класс функций f(x), представимых 
левосторонним интегралом порядка α  от суммируемой функции )( ttϕ : 
).,(, 10 baXttf a ∈ℑ= + ϕϕα  
Справедлива следующая теорема. 
Теорема 4. Для того, чтобы 0),()( 10 >ℑ∈ + αα Xtf a  необходимо и достаточно, чтобы 
 1][],,[ +=∈ℑ= −+− αδαα nbaACff nna
def
n , (18) 
и ( ) .1,...,1,0,0)( −==− nkaf nk αδ  (19) 
 
Доказательство. 
Необходимость. 
Пусть ].,[, 10 baXttf a ∈ℑ= + ϕϕα  Тогда, в силу полугруппового свойства (14), 
.ϕϕααα ttf naanana ++−+−+ ℑ=ℑℑ=ℑ  Значит, 
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Поэтому, по теореме 1, 1][],,[ +=∈ℑ −+− αδαα nbaACff nnan  и справедливо (19). 
Достаточность. 
При выполнении условий (18) и (19) ).,(10 baXttf nana ∈ℑ=ℑ +−+ ϕϕα  В силу полугруп-
пового свойства (14) .ϕϕ ααα ttf ananana +−++−+ ℑℑ=ℑ=ℑ  Тогда .0)( =ℑ−ℑ +−+ ϕαα tf ana  По-
этому .ϕα tf a +ℑ=  
Теорема доказана. 
Определение 2. Пусть α >0. Будем говорить, что функция ),()( 10 baXxf ∈  имеет 
суммируемую дробную производную fD aα+ , если 1][],,[ +=∈ℑ −+ αδα nbaACf nna . 
Теорема 5. Пусть .0>α  Тогда равенство  
 ϕϕαα =ℑ ++ aaD  (20) 
выполняется для любой функции ),,()( 10 baXx ∈ϕ  а равенство 
 )( xffD aa =ℑ ++ αα  (21) 
для функции )()( 10Xxf aα +ℑ∈ . (22) 
Если вместо (22) предположить, что ),()( 10 baXxf ∈  и имеет суммируемую произ-
водную в смысле определения 2, то 
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где .)(,1][ fxfn nan ααα −+− ℑ=+=  
Доказательство. 
Равенство (20) доказано в [1]. 
Докажем равенство (21). 
Пусть ).,(),()(),()( 1010 baXtttxfXxf aa ∈ℑ=ℑ∈ ++ ϕϕαα  Тогда, с использованием 
равенства (20), получим: 
),( xfttDfD aaaaaa =ℑ=ℑℑ=ℑ ++++++ ϕϕ αααααα  
а значит, равенство (21) доказано. 
Пусть теперь ),()( 10 baXxf ∈  и имеет суммируемую производную в смысле опре-
деления 2, то есть, ].,[ baACf nna δα ∈ℑ −+  По теореме 1: 
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С использованием формулы (17) получим: 
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Теперь равенство (24) с учётом полугруппового свойства (14) запишется в виде: 
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Значит, 
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Тогда с использованием равенства (20), получим: 
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Согласно лемме 3, ].[1,...,2,1,0ln α
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Теорема доказана. 
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Дифференциальное исчисление – широко применяемый для экономического анализа 
математический аппарат. Базовой задачей экономического анализа является изучение 
экономических величин, записываемых в виде функций. Использование абстрактных 
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